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Ecuaciones Diferenciales I. Examen 111

Ejercicio 1. Pruebe que la siguiente ecuacion define una tnica funcién implicita
r:R—=>R t— x(t):
" +a’+t=0
Pruebe ademés que la funcién z(t) es decreciente.
Para que la ecuacién anterior defina una tnica funciéon implicita, hemos de ver

que, para cada t € R, la ecuacién e® + 23 + ¢t = 0 tiene una tnica solucién. Demos-
tremos por tanto la existencia y unicidad de la solucién de la ecuacién anterior.

Existencia Definimos:
ft . R — R

r o— "4t 4t
Tenemos que:
lim fi(x) =—o00, lim fi(z) =+

T—>—00 T—r+00

Como f; es continua, por el Teorema de Bolzano tenemos que existe z; € R
tal que fi(z;) = 0. Por tanto, la ecuacién e® + z3 4+t = 0 tiene solucién para
cada t € R.

Unicidad Como f; es derivable, tenemos que:
fl(x) =e"+32> >0, VzeR
Por tanto, f; es estrictamente creciente, por lo que es inyectiva. Por tanto, la
ecuacion e® + % 4+t = 0 tiene una tnica solucién z; para cada t € R.
Sea entonces la funcién implicita la siguiente:

r: R — R
Tt — T

Para probar que z(t) es decreciente, podemos hacerlo de dos formas:

Opcién 1 Sea tq,t2 € R tales que t; < to. Hemos de probar que z(t;) > z(ts).

Como z(t;) y z(t2) son las soluciones de las ecuaciones e + z° +¢; = 0 y
e® + x® + t, = 0, respectivamente, tenemos que:

Gx(tl) + (ZE(t1>)3 + tl = O, em(”) + (ZL‘(tQ))3 + tQ = O

Restando ambas ecuaciones, obtenemos:
") 4 (2(t1))? — ") — (2(t2))* + 1 —ta =0
Como t; — ty < 0, tenemos que:
") 4 (z(t))? — ") — (2(t2))* > 0 = ") + (2(t1))® > ") + (2(t2))?

Definimos ahora la siguiente funcién:

g: R — R
r — et 43
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Como g es suma de una funcién estrictamente creciente y otra funcién cre-
ciente, tenemos que g es estrictamente creciente. Por tanto, usando ¢, tenemos
que:

g(xz(t)) > g(x(tz))

Como g es estrictamente creciente, esto solo sera posible si z(t;) > x(t2), por
lo que hemos probado que x(t) es decreciente.

Opcidén 2 Aplicar el Teorema de la Funcién Implicita. Para ello, definimos:

F: R? — R
(t,x) — e+ a3+t

Calculamos las derivadas parciales:

F
?)_x(t7 z) = e" + 32,

oF
—(t,r) =1, V(t,r)cR?
ot

1(Tp2 ‘ or 2
Por tanto, F' € C'(R*). Ademés, tenemos a—(t,:c) > ( para todo (¢,z) € R

x

(en particular, no se anula). Por tanto, podemos aplicar el Teorema de la Fun-
cién Implicita en cualquier punto (o, o) tal que F(to, zo) = 0, obteniendo asi
que la funcién implicita x(t) es derivable. Aplicaremos este teorema a los pun-
tos de la forma (¢, z;) = (¢, z(t)). Calculamos su derivada mediante derivacién

implicita:
oF oF ,
S (t) + (k) 2 (1) = 0
Despejando, tenemos que:
oF
'(t E(t’x(t)) L 0 VteR
v =—9F BECEE GO ©

)

Por tanto, hemos probado que x(t) es decreciente.
Ejercicio 2. Se considera la siguiente funcién:
F: 0, +o0]

— R
\/E2
tr—>/esds
0

JEs F de clase C'? En caso afirmativo, calcula la derivada.

Definimos las siguientes funciones:

¢o: Rt — R*
t|—>ﬁ

v: R — R

r — /eszds
0
5
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Tenemos que ¢ € CYR") de forma directa, y ¢ € C*(R") por el Teoremema
Fundamental del Célculo. Sus respectivas derivadas son:

1
/
)= —
Pt =3 i
wl(x> — e.’EQ
Por tanto, como F' = 1o, tenemos que F' € C'(RT). Para calcular su derivada,
aplicamos la regla de la cadena:

F/(t) = ¥/ (p(t)) - /(1) = eV

2 1 . et
2Vt 2/t
Ejercicio 3. Encuentra la solucion del problema de valores iniciales siguiente:

\3 x
v (t)+t o @)

LEn qué intervalo esta definida?

vVt e RT

Tenemos que se trata de una ecuacién homogénea definida en D = R* x R.
Definimos el siguiente cambio de variable:

= (p1,p2): Rt xR — Dy

(ta) — (ty)=(47)

Veamos el codomidio de ¢:
Dy =¢(D)={(t,y) eR*|(t,yt) € D} =D

Ademas, como podemos despejar cada componente de forma unica, tenemos que

o Les:

oL D, — D
ty) — (tz)=(tyt)
En primer lugar, tenemos que ¢, o ~! son biyectivas. Ademds, ambas son de clase
C', por lo que ¢ es un difeomorfismo. Ademds, es admisible por no cambiar la
primera variable. La ecuacion transformada es:
dy dy  x o y v+y—-1 -1

= =4 = _Z
dt dx 12 t t t t

Tenemos que se trata de una ecuacién de variables separadas. Veamos en qué
puntos se anula la funciéon dependiente de y:

con dominio Dy

Y-l1=0=y=1
Por tanto, tenemos que una solucién de la ecuacién diferencial dada es:
y(t)=1  VteR"
Deshaciedo el cambio de variable, una soluciéon de la ecuacién original es:
o(t) =yt)t=t VteRT

Tenemos que dicha solucién satisfece z(1) = 1, luego es la solucién buscada. Esté
definida en R, ya que asf se tiene que z € C'(R") y (¢, z(t)) € D para todo t € R*.

6
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Ejercicio 4. Demuestra que las férmulas
s=—¢c, y=@+1x

definen un difeomorfismo que va de D = R? a un dominio D que se especificara.
Prueba que se trata de un cambio admisible para la ecuacion ' = x +t y encuentra
la ecuacién transformada.

Definimos el siguiente cambio de variable:
p=(p1,2): R* — D
(ta) — (s,9) = (=, (& + o)
Ademas, como podemos despejar cada componente de forma unica, tenemos que

o~ ! es:

¢t D — D
(s,y) — (t.7)= (ln<—3>’%) - (M—S%m)

Veamos el codominio de ¢:

D= o(0) = {(s.0) € B (=) #) e}

En primer lugar, necesitamos que la inversa esté bien definida, luego s < 0.

Ademds, el denominador de la segunda componente de esta no se anula nunca. Co-
mo D = R?, tenemos que D = R~ x R.
Una vez visto que ¢, o~! son biyectivas, falta por ver que son de clase C'. La
primera componente de ambas es una funcién elemental de clase C!, y la segunda
componente es un producto o cociente de funciones de clase C!, que en definitiva es
de clase C!. Por tanto, como ambas componentes de ¢, ¢! son de clase C!, tenemos
que ¢, =1 son de clase C!, y por tanto ¢ es un difeomorfismo.

Veamos ahora que se trata de un cambio admisible para la ecuacién 2’ = = + ¢.
Tenemos que:

dp1 | Opy r
o ot T

Por tanto, se trata de un cambio admisible. La ecuacion transformada es:

dy dy dt  2tx+ (P + 12" 2Ax+ P+ 1)(z+1)

— '+ 02 =—-e"#£0  V(x)eED

ds dt ds —et ot
Aplicamos ahora ¢, =1 para que la ecuacién esté en funcién de y y s:
Yy 2
2In(=s) - —5———+y+ (In*(—=s) + 1) In(—s
y,_2t:€—|—y+(t2—|—1)t_ (=s) In?(—s) +1 y+ (In*(=s) +1)In(=s)
§ s

Por tanto, la ecuacion transformada es:

Y 2
/ 2In(—s) - s 11 +y+ (In*(—s) + 1) In(—s)

Yy = con dominio D
s
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Ejercicio 5. Se considera la transformacion en el plano
W(O,r) = (t,x), t=rcosh, xz=rsenf, (0,r)€ Q=]-7/2,7/2]x]0,+o0|
Determina €2 = @/}(ﬁ) y prueba que ¢ es un difeomorfismo de Q a Q. Dada una
ecuacion d_f = f(t,x) con f:Q — R, jbajo qué condiciones se puede asegurar que

el difeomorfismo ¢ = ¢! es admisible?

Vemos directamente que ¢ es el cambio de coordenadas de polares a cartesianas
en el semiplano x > 0, es decir, primer y cuarto cuadrante. Busquemos en primer
lugar la inversa de 1. Buscamos despejar 6, r en funcién de ¢, x.

= Dividimos z entre t, ya que el coseno no se anula en el dominio de deficién
dado. Tenemos que:

z rsenf

t  rcosh

= tanf = 0 = arctan (%)

donde en la tltima implicaciéon hemos usado que 6 € |-7/2,7/2[. Concluimos
ademds que t # 0, y como t = r cos 6, tenemos que t > 0.

» Despejamos ahora r. Sumando 22 + 2, tenemos:
2? + 17 =r*(sen® 0 + cos’ ) = r* = r = Va2 + 12
donde hemos usado que r > 0.

Por tanto, como hemos podido despejar cada componente de forma tnica, tene-
mos que ¥~ = ¢ es:

vl=p=(pp): O — Q
(t,z) — (0,r) = <arctan (%) ,\/m>
Estudiemos ahora el conjunto Q. Tenemos que:
Q=y(Q) = {(t,x) eR+ xR | (arctan (%) ,\/m) € ﬁ} =
= {(t,:z:) € R* x R | arctan <%> € /o, fo[ , Va2 +12 > 0} =
=R" xR

Ya sabemos que 1,1~ son biyectivas. Ademds, 1,91 € C! de forma directa,
puesto que son composicién de funciones de clase C*. Por tanto, ¥,1 ! son difeo-
morfismos.

Para que ¢ sea admisible para dicha ecuacion, necesitamos que se cumpla:

Op1  Opr ;o 1 N 1 1 _
07 ot i axx_1+(x/t)2 ( t2>+1+($/t)2 ; f(t )

—; _£ f(t,l‘) —_-T . .
_1+<x/t>2< CRE )‘:’ ;T I(t2) #0= f(t2) #

V(t,x) € Q

~+ | 8

Por tanto, la condicién de admisibilidad equivale a:

f(t,z) # % V(t,z) e R* xR



